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(円運動と調和振動)質量鶴の質点が半径 Rの円周上を等角速度ωで円運動している。この運動
|

を記述する運動方程式の
"方

向、ν方向の射影が、それぞれ角振動数ωの調和振動子の運動方程式

になることを示しなさい。[ヒ
ント:円運動する質点には中心に向かって力島 =mrω 2が働いてい

る。この力の
"方

向、ν方向の成分によってそれぞれの方向の力]速が起こる。
1

2。 (指数関数表示)Euler(オ イラー)の関係式、cos θ+を sin θ=Cう
θより、三角関数は

cos θ==:(ctθ
・

C一
。θ

),    Sin 
θ==洗

 (Cjθ
― C一

じθ

)

と表される。この関係式を用いて、次の公式を導きなさい。

COS(θ l+θ 2)=COS θl COS θ2~Sin θl sin θ2,

Sin(θ l+θ2)=COS θl Sin θ2+Sin θl cos θ2,

cos3 θ  =  :(cOS 3θ ―+3 cos θ),

sin3 θ  =  :(_Sin 3θ ■ 3 sin θ).

3.(調和振動子の一般解)調和振動子の運動方程式,d2∬/dt2=_ω
2“、の一般解、″(ι)=五 COS(ω tttδ )

は、複素指数関数を使って
Z(ι)=σ+Ciω

ι+θ e~bt (5)

と表すことができる。θ+、 θ_を 五、δを使づて表しなさい。

4.(調和振動子のエネルギー)質量鶴の質点が調和振動子のポテンシャル y(″)=たr2/2の 中を振

幅五で運動している。運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの長時間平均を求めそれらが等

しいことを示せ。

51i(ポ テンシャルと調和近似)質量鶴の質点の、ポテンシャル 7(∬)=―豊α″
2+士 b"4の 中での運動

`を考える。このポテンシャルの極小値を与える″を求めなさい。極小値 ″="0(>0)の周 りでの微

小振動を考える。この振動を調和振動で近似した時の固有振動数ωを求めなさい。但し、α,ろ >0
とする。

6.(単振り子)長さιの経で釣り下げられたおもりの運動方程式が

宰
こ=―

:sln 
θ

となることを示し、θが小さいときの微小振動の振動数を求めなさい。ここで、θは紐が垂線 と成

す角である。

71(地球縦貫 トンネル)地球を密度一様の球だと考える。地球の表面のある地点から、地球の中心
ツ を通つて反対側に抜ける真直 く

゛
な穴を掘つたとする。この穴にある物体を落 とすと調和振動する。

その振動数を重力定数 σ、地球の質量■/fと 半径 Rを使って表わしなさい。R=6400 km、 また地

表での重力加速度ク=G豚/R2=9.8m/s2を用いて、この調和振動の周期 T=2年 /ω を計算しな

さい。また、空気抵抗がないとき、地表すれすれを周回する人工衛星の回転周期がこの調和振動の

周期に等しくなることを示しなさい。地表のある場所から別の場所 (例 えば東京とニューヨーク)

まで真直く
｀
なトンネルをほり、その中を摩擦なしで重力の力のみで動 く列車を走らせた時、この

列車の運動はやはり調和振動となる。その周期はどうなるか ?[ヒ ント:逆 2乗則に従う重力に対

してガウスの法則をつかうと、地球の重心からrの距離にある質量 %の質点に働く重力は、半径

rの球の内側にある物質とおなじ質量をもった質点が地球の中心からこの物体に及ぼす重力に等し

い。また、軌道半径が2の人工衛星の角速度ωはmω2R=Gttχ
/R2により決まる。
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